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Chapitre : Suites 1 Terminale S

1 Notion de suite

Définition 1. Une suite numérique est une fonction qui, a tout entier naturel n associe un réel.

u: N —- R
I’l'—’Ltn

Une suite peut étre définie seulement a partir du rang ny.

1.1 Suite définie par une formule explicite

Définition 2. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a; +oco].
On définit une suite associée a la fonction f en posant pour tout entier n = a, u, = f(n).
un est l'image de Uentier n par la fonction f.

X
Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —.

x+1
. . n
Soit (u,) la suite de terme général u, = f(n) = =il
n
. . 0
Le terme initial est ug = ——=20
0+1
1 1
Le terme u; vaut ——= —.
1+1 2
2 2
Le terme uy vaut ——= —.
2+1 3

Un algorithme permettant d’afficher les termes de ug a u;g est :

Pour i variantde 0 4 10

i
u prend la valeur —
i+1

afficher u

Fin Pour
(0] 1 10 i 10
n a par exemple, ujg = Soit u1g = —
p Pie tho =157 T

1.2 Suite définie par une relation de récurrence

Définition 3. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I (avec f(I) < 1)
etaunréeldel.

On définit la suite (uy) par:

e le terme initial uy = a

« une relation permettant de calculer chaque terme de la suite a partir du précédent, appelée relation
derécurrence:VneN, up1 = f(Uy);

Uug="7

Un+1 =2y/Up

Exemple : Soit la suite (u,) définie par :{
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Ici f(x) =2/x uy A

La représentation graphique des premiers
termes de la suite (u,,) est

donnée ci-contre :

Un algorithme permettant d’afficher usg est :

us

Initialisation : Affecter a u la valeur 7.

Traitement : Pour i variant de 1 a 50

| u prend la valeur 2v/u
Fin Pour

Sortie : Afficher u

Ur 1

\]

2 Lessuites arithmétiques

2.1 Définition

Définition 4. On dit qu'une suite (u,) est arithmétique s'il existe un réel r tel que, pour tout entier

natureln,ona:

Us up, U

Up+1 = Un+T

Le réel r est appelé raison de la suite arithmétique (uy).

1

1
Exemple : La suite définie par 1y = 3 et u,+1 = U, —— est une suite arithmétique de raison v et de

premier terme 1 = 3. I'algorithme suivant permet de calculer le terme u,,.

Initialisation : Affecter a u la valeur 3.
Traitement : Pour i variantde 1 a n

1
u prend la valeur u — 1

Fin Pour
Sortie : Afficher u

Entrée : Demander al'utilisateur la valeur de n

2.2 Expression de u, en fonction de n

Théoréme 1. Soit (uy) est une suite arithmétique de raison r. Alors :

Pour tout entier naturel n, on a: u, = ug+ nr

Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel p tel que p < n, u, = u, +(n—p)r

Théoreéme 2. Soit (u,) une suite définie, pour tout entier naturel n, par :

up,=an+b

Alors (uy,) est la suite arithmétique de terme initial up = b et de raison a.
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2.3 Somme des n premiers entiers naturels

) n nn+1)
Théoréme 3. Pour tout entier natureln nonnul:1+2+...+n=) k= —

k=1
Un algorithme donnant la somme S;, des n + 1 premiers termes de la suite arithmétique de raison r
et de terme initial ug est :

Entrée : Demander a I'utilisateur la valeur de n
Initialisation : Affecter a u la valeur wu.
Affecter a S la valeur 0.
Traitement : Pour i variantdelan+1
S prend la valeur S+ u
u prend la valeur u +r
Fin Pour
Sortie : Afficher S

3 Les suites géométriques

3.1 Définition

Définition 5. On dit qu'une suite (u,) est géométrique s'il existe un réel q tel que, pour tout entier
natureln,ona:
Un+1 = qUn

Le réel g est appelé raison de la suite gé¢ométrique (uy).

3.2 Expression de 1, en fonction de n

Théoreéme 4. Soit (u,) une suite géométrique de raison q. Alors :
Pour tout entier naturel n, u,, = uygq"
Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel p tel que p < n, u, = u,q" "

Théoréme 5. Soit (u,) une suite définie, pour tout entier naturel n, par :
u,=ba"

Alors (uy,) est la suite ggométrique de terme initial uy = b et de raison a.

3.3 Somme des 7 + 1 premieres puissances d’'un réel g

k=0
Sn = 1 + g + e e+ gV o+ g
qSy = q + ¢G> 4+ e o+ g o+ g™
1-qS, = 1-—gm*D
donc:

e sig=1lalorsS,=1+1+1+..+1+1=n+1carilyan+1 foisle nombre 1.
e Sig#1alors

1_qn+1
n:ﬁ
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4 Axiome de récurrence

Axiome
Siune propriété est vraie pour I'entier naturel n et s'il est prouvé que lorsqu’elle est vraie pour I'entier
n supérieur ou égal a ny elle est vrai aussi pour I'entier n + 1, alors elle est vraie pour tous les entiers
supérieurs ou égaux a ny.
Pour démontrer par récurrence qu'une proposition &2, est vraie pour tout entier naturel n on utilise
3 étapes :
« Initialisation : On vérifie que &7, est vraie.
« Hérédité : On suppose que pour un entier n quelconque la proposition £, est vraie.
Sous cette hypothese, on démontre que la proposition &2, est vraie.
e Conclusion : Par récurrence on en déduit que la proposition &, est vraie pour tout entier naturel
n tel que n = ny.

no nn+1)
Exemple : Démontrer que S, = Z i=142+43+..+n-1+n=———.
i=1
) nn+1)
Soit P, :"S;; = —"
2
. . 1 X 2 .

e Pour n =1 larelation est vraie |1 = .P; est donc vraie.

. . . . n(n+1)
» Soit n = 1, on suppose que pour cet entier n, la proposition &, est vraie,ona S;, = —

On a alors :
n+1

S,,+1=Zi=1+2+3+n+(n+1)=(1+2+3+ ....... +n)+(n+1)
i=1
n nn+1)

Sp+1= Z i+(n+1)= T-i- n+ 1 d’apres ’hypothese de récurrence.
i=1

nn+1)+2(n+1) B (m+D(n+2)

SOlt Sn+1 = 2

Donc la proposition £, est vraie.
» Par récurrence on en déduit que la proposition &2, est vraie pour tout entier naturel n = 1.
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5 QCM

1. Lasuite (u,) définie par u, = n®>+1est:
a. une suite géométrique
b. une suite arithmétique
c. ni arithmétique ni géométrique
(_2)311
2. Lasuite (v,) définie par v, = YT est:
a. une suite géométrique
b. une suite arithmétique
c. ni arithmétique ni géométrique
3. Soit (1) une suite définie par up =2 et U, = uy+n+3.
La valeur de uy4 est:

a. Uy =24
b. us="7
C. uy =20

4. Soit (1) une suite définie par up =0et u,41 = Uy +2n+1.
Soit (v,) = (n—1)2

Alors :

a. Uy = Us

b. Us = Uy

C. Ugp = Uy
Solution :

1. up=1, u; =2 ux=>5.
uy—up=1etu, —u; =3.
Ces deux nombres sont distincts, la suite n’est pas arithmétique.
u U, 5

Ces deux nombres sont distincts, la suite ne peut pas étre géométrique.
Elle n'est ni arithmétique ni géométrique. La bonne réponse est c.
2. (-2)3=-8, donc (-2)%" = ((-2)®)" = (-8)".
2% 1 (-8" 1 ( 8)”

Uy = =—x ==
3

3n+1 3 3n 3

1 8
(vy) est une suite géométrique de premier terme vy = 3 et de raison -3

La bonne réponse est a.

3. 1 =uy+0+3=2+3=5
Up=u+1+3=5+4=9
Uz=uy+2+3=9+5=14
Us=u3+3+3=14+6=20
La bonne réponse est c.
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4, uy=up+2x0+1l=1letv;=(1-12=0
Up=u+2x1+l=4detvr,=02-17%=1
Us=ur+2x2+1=9etvg3=0B-12%=4
Us=uUs+2x3+1=16etv,=4-12%=9
Us=Us+2x4+1=25etv5=(5-1)°=16
La bonne réponse est a.

Ph Depresle : Notes de cours Page 7 sur 14



Chapitre : Suites 1 Terminale S

6 EXERCICES: Les exercices de base

Exercice 1

1
Soit la suite (u,) définie par 1y = 0 et pour tout entier naturel n, u,.; = 5
—u,
. . . n
et soit la suite (w,) définie sur N par w, = T
n

Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = w;,.

Exercice 2
On considere la suite (u,) définie par : uy = 2 et, pour tout entier nature » :

Up+2

Ups1= .
T 2u,+1

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1. On considere I'algorithme suivant :

Entrée Soit un entier naturel non nul n
Initialisation Affecter a u la valeur 2
Traitement et sortie | POUR i allantde 1 an

+2
Affecter a u la valeur “
2u+1
Afficher u
FIN POUR

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour n = 3.
Les valeurs de u seront arrondies au milliéme.

i 1 2 3
u

u,—1
Up+1

2. On consideére la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par: v, =

1
(a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison ~3

(b) Calculer vg puis écrire v, en fonction de n.
3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: v, # 1.
1+v,
1-v,

(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a: u; = et exprimer

u;, en fonction de n.

Exercice 3 1
On considere la suite (u,) définie par ug = 3 et telle que pour tout entier naturel #,

3uy,

u =—
1T v ou,
1. (a) Calculer u; et u.

(b) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel 2, 0 < u, < 1.
2. Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = l—n
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(a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3.

(b) Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
n

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, u; = a1

Exercice 4
On considere la suite (u,) définie par 1y = 1 et, pour tout entier naturel 7,

Unp+1 =V 2Up.

1. On considere I'algorithme suivant :

Variables : n est un entier naturel
u est un réel positif
Initialisation : Demander la valeur de n
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Pour i variantde l an:
| Affecter a u la valeur v2u
Fin de Pour
Sortie : Afficher u

(a) Donner une valeur approchée a 10~* prés du résultat qu'affiche cet algorithme lorsque

I'on choisit n = 3.
(b) Que permet de calculer cet algorithme ?

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 2.

Exercice 5
Soit la suite numérique (u,) définie sur N par :

1

2
up=1 etpour tout entier naturel n, u,; = 3 Uy ——.

3
1. On désigne par (v;,) la suite définie sur N par v, = u, + 1.

(a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3

(b) En déduire que pour tout entier naturel #,

2 n
un:Z(—) -1

2. Pour tout entier naturel non nul 7, on pose :

n
Sy = Z U =Ug+ UL +...+ Up.
k=0

Exprimer S, en fonction de n.

Exercice 6
On considere la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

1 .
up=-1, u; = > et, pour tout entier naturel n, u,42 = Uy — Zun
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1. Calculer u;, et en déduire que la suite (u;) n’est ni arithmétique ni géométrique.

2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel 7 :

1
Un=Up+1— Eun

(a) Calculer vy.

(b) Exprimer v, en fonction de v,,.
1
(c) En déduire que la suite (v,) est géométrique de raison >

(d) Exprimer v, en fonction de n.

(e) Calculer vo+ vy +---+ vp.
3. On définit la suite (w,) en posant, pour tout entier naturel 7 :

Up
w;«l = .
Un
(a) Calculer wy.

1
(b) Enutilisant I'égalité v, = v, + > Un, démontrer que pour tout nde N, wy;1 = w, +2.
(c) Exprimer w, en fonction de 7.

4. Montrer que pour tout entier naturel n

k=n
5. Pour tout entier naturel n, on pose : S, = Z Up=ug+uy+-+uy.
k=0
Démontrer par récurrence que pour tout n de N :

2n+3

Sn=2-",
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7 EXERCICES: Les exercices de base ( corrigés)

Exercice 1 Soit 22, la proposition : “u, = wy".
e %, est vraie, car ug =0 et wy=0.

» Supposons que pour un entier n quelconque, la proposition 22, est vraie.

Sous cette hypothese :

Up+1 =

111 1 n+l
2—up 2-wp, o__"  2p+2-n n+2’
n+l ———
n+1

Donc la proposition 22, est vraie.
o Par récurrence on en déduit que la proposition 22, est vraie pour tout entier naturel 7.

Exercice 2 :

1. L'algorithme calcule et affiche u,, 1y, us.

2.

i 1 2 3
u 0,800 1,077 0,976
(a) Pour tout entier naturel n,
U,+2
ups1—1 2y, +1
1 1= =
2up+1
Up+2-2u,-1 —(u,—1) 1
Un+1 = = =—=Un.

(b)

(a)

(b)

Up+2+u,+1  3(u,+1) 3

1
La suite (v,) est géométrique de raison Y

n
1 (1
Pour tout entier naturel n, |v,| = 3 X (5) .

1 1
Or0<§<1et0<§< 1, donc |v,| < 1.

On abien v, #1.

u,—1
Up = - — vy(up+)=u,—1 <= vy+1=u,1-vy,)
up+1
. 1+v,
On a bien u, = .
1_Un

1 1\"
1+ —x|——
3 3

1 1\"
1——x|——
3 3

Pour tout entier naturel n, u,, =
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Exercice 3
. 3 9
. @ up=—-etuy=—.
(@ u 2 277,
(b) Soit la proposition 2, : 0 < u;, < 1.

1 1
o Uy= 2 et0< 2 < 1, donc &, est vraie.

¢ Supposons que &, soit vraie pour un entier 7.

3un . , . o,
Sous cette hypotheése, u,+; = T2 est le quotient de deux réels strictement positifs,
Un
donc est strictement positif.
3uy, 3u,—-1-2u, u,-1
Upsy—1= ~1= = :
1+2u, 1+2u, 1+2u,

On a supposé que 0 < u, < 1, ce nombre est donc strictement négatif, donc u,.; < 1.
La proposition £2,,;, est donc vraie.
¢ Parrécurrence &2, est vraie pour tout n € N.

3uy,
u 1+2 3u u
2. @ vpp=—2L = Un  _ - =3—" =3y,
1-upn 3uy, 1+2u,—-3u, 1-u,
1_
1+2u,
La suite (v,) est bien une suite géométrique de raison 3.
1
(b) vo= Ll =1, donc v, = vy3" =3".
1—-—
2
u
(©) vp= = vy(l-uy)=u, < vy,=0+v,)u,
—Un
Un 3"
Donc u, =——= .
vp+1 3741
Exercice 4

1. (a) Pour n = 3Talgorithme calcule us. Il affiche 1,8340
(b) Cet algorithme calcule u;,.

2. Soit la proposition £, : 0 < u, < 2.
e 1y =1 donc &, est vraie.
« Supposons que &, soit vraie pour un entier 7.
Sous cette hypothese, v/2u,, existe et est positif, donc u,;1 > 0.
De plus v/2u, < vV2x2etv2x2=2,donc u,;; <2
Donc la proposition 22, est vraie.
¢ Parrécurrence &, est vraie pour tout n € N.

Exercice 5

1. (a) Pour tout entier naturel 7 :

. 2 1 ) 2 2 2 ) 2
v =u +l=-u,—=—+1l==-uy,+-=—-(u,+1)=-v
n+l1 n+l1 3 n 3 3 n 3 3( n ) 3 n

2
(vy) est une suite géométrique de raison 3
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(b) vo=ug+1=2

n
2 2\
Donc pour tout entier naturel n, v, = vg (5) =2 (5)

2 n
Onabienun=vn—1=2(§) -1.

1+(§)+---+(§)n)+(1+1+---+1)

n+1 termes

n
2. Sp=) ug=uptur+...+u,=2
k=0

Or(1+(%)"+...+(%)") =i)n+l =3(1_(§)”“)

3 3

—
|
win

2]’l+1 2n+1
doncSn:G(l—(g) )—(n+1)=—n+5—6(§) .

Exercice 6

1 1
1l ewpy=u;—-up=-+
2=t —7U=7

B~ =
W

3 1
ul—uozietuz—ulzi.

Ces deux nombres ne sont pas égaux, donc la suite (u,) n’est pas arithmétique.

Ces deux nombres ne sont pas égaux, donc la suite (u,,) n’est pas géométrique.

1 1

1
2. a) vo=uU1——-Uyg=—-—+—=1.
(@ vo=uy SUo=5+3

1 1 1 1 1
(b) vny1=uUps2— Eun+1 =Up+1— Zun - Eun+1 = 5 Up+1— Eun = Eyn-

1
(c) Lasuite (vy) est géométrique de raison 3

n
1 1
(d) Pour tout entier naturel n, v, = vy (5) =—.

2n
1
© . 1 -5 ,_ 1
e) vy+v+--+u=l+—4 4 —=—=2 =2 —
0 1 n 2 on 1 on
1__
2
Up
3. @ wo=—=-
Vo
1
Un+1 Un+ SUn Un
(b) wpe1= = =2+ —=2+4+wy,.
Un+1 1 Un

(c) Lasuite (wy) est arithmétique de raison 2.
Pour tout entier n, w, = wog+2n=-1+2n.
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2n-1
4. Pour tout entier naturel n, u, = v,w, = o
. . 2n+3
5. Soit la proposition 22, : S, =2 — on

3
e So=ug=-let2- 2 =2-3=-1, donc &, est vraie.
« Supposons que &, soit vraie pour un entier 7.

Sous cette hypothese :
2n+3 2(n+1)-1
Sn+1=Sp+Ups1=2- P ol

22n+3)-2n+1)-1)

Spe1=2- n+1
4n+6-2n-2+1

Spa1=2- on+l
2n+5

Sn+1 :Z_T
2(n+1)+3

Sn+1 ZZ—T

Donc la proposition 22, est vraie.
¢ Parrécurrence &, est vraie pour tout n € N.
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